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Критерiї елемента найкращого
несиметричного наближення для функцiй
зi значеннями у КВ-просторi у метриках
просторiв Lp i L1 з вагою
Дослiджено питання характеризацiї елемента найкращого несиметричного Lp-
та L1-наближення для функцiй зi значеннями в KB-просторi з вагою. Одержано
критерiї елемента найкращого несиметричного наближення для вказаних фунцiй у
метриках просторiв Lp i L1 з вагою.
Ключовi слова: несиметричнi норми, функцiї зi значеннями в КВ-просторi, елемент
найкращого несиметричного наближення з вагою.
Исследованы вопросы характеризации элемента наилучшего несимметричного
Lp- и L1-приближения для функций со значениями в КВ-пространстве с весом.
Получены критерии элемента наилучшего несимметричного приближения для
указанных функций в метриках пространств Lp и L1 с весом.
Ключевые слова: несимметричные нормы, функции со значениями в КВ-пространстве,
элемент наилучшего несимметричного приближения с весом.
The questions of the characterization of the best non-symmetric Lp- and L1-
approximant for the functions with values in KB-space with a weight were considered.
The criterions of the best non-symmetric approximant for the specified functions in
metrics of the spaces Lp and L1 with a weight is obtained.
Key words: non-symmetrics norms, the functions with values in KB-space, the best non-symmetric
approximant with a weight.
Наведемо спочатку деякi означення з теорiї впорядкованих векторних про-
сторiв (бiльш детально див. в [5])
Нехай X – частково впорядкований векторний простiр, в якому порядок
узгоджений з алгебраїчними операцiями.
Для непорожньої множини E ⊂ X елемент y ∈ X, який задовольняє умови:
1) x ≤ y (x ≥ y) ∀x ∈ E;
2) якщо елемент z ∈ X такий, що x ≤ z (x ≥ z) для будь-якого x ∈ E, то
y ≤ z (y ≥ z), називається супремумом (iнфiмумом) множини E i позначається
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supE (inf E), якщо ж множина E складається зi скiнченної кiлькостi елементiв
x1, x2, ..., xn, то їх супремум та iнфiмум позначаються вiдповiдно x1 ∨ x2 ∨ ... ∨ xn
i x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn.
Якщо в X для довiльних двох елементiв x, y ∈ X iснує їх супремум x ∨ y,
то елемент x+ = x ∨ 0 називають додатною частиною елемента x ∈ X, елемент
x− = (−x) ∨ 0 – його вiд’ємною частиною й елемент |x| = x+ + x− – модулем
елемента x.
Частково впорядкований векторний простiр X, в якому порядок узгоджений з
алгебраїчними операцiями, й для довiльних двох елементiв x, y ∈ X iснує x ∨ y,
називається KN-лiнеалом, якщо в X визначена монотонна норма, тобто норма,
для якої, якщо |x| ≤ |y|, то ||x||X ≤ ||y||X .
KN-лiнеал, в якому довiльна злiчена непорожня обмежена згори або знизу
множина має вiдповiдно верхню або нижню межi, називається KσN-простором.
KσN-простiр, в якому норма задовольняє двi додатковi умови:
1) якщо xn ↓ 0, то ||xn||X → 0;
2) якщо xn ↑ +∞ (xn ≥ 0), то ||xn||X → +∞, називається КВ-простором.
Нехай Q – метричний компакт з метрикою ρ, Σ –σ-поле борелевських
пiдмножин метричного компакту Q, µ – невiд’ємна, скiнченна, безатомна мiра,
додатна на будь-якiй непорожнiй вiдкритiй пiдмножинi Q. Нехай також X – КВ-
простiр з нормою || · ||X .
Позначимо через C(Q,X) простiр неперервних функцiй f : Q→ X, а через W
– множину всiх вимiрних дiйсних функцiй w на Q, таких що
0 < inf{w(x) : x ∈ Q} ≤ sup{w(x) : x ∈ Q} <∞.
.
Для кожного x ∈ Q та додатних чисел α, β покладемо
|f(x)|α,β = α · f+(x) + β · f−(x),
||f(x)||X;α,β = ||α · f+(x) + β · f−(x)||X ,
де f±(x) = (±f(x)) ∨ 0.
Для заданої ваги w ∈ W введемо для f ∈ C(Q,X) норму
||f ||p,w;α,β =
ˆ
Q
w(x)||f(x)||pX;α,βdµ(x)
 1p ,
де p ≥ 1, i позначимо через Cwp (Q,X) простiр C(Q,X) з уведеною вище нормою.
Для f ∈ Cwp (Q,X), H ⊂ Cwp (Q,X) величину
E(f,H)p,w;α,β = inf{||f − g||p,w;α,β : g ∈ H} (1)
називатимемо найкращим (α, β)-наближенням функцiї f множиною H у метрицi
простору Lp (p ≥ 1) з вагою. Елемент iз H, який реалiзує inf у правiй частинi
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(1), називають елементом найкращого (α, β)-наближення функцiї f множиною H
у метрицi простору Lp з вагою.
Множину елементiв найкращого (α, β)-наближення функцiї f в H у метрицi
Lp з вагою позначимо P
(α,β)
H;p,w(f), множину нулiв функцiї f на Q – через Zf . Нехай
також Nf = Q\Zf .
Для f, g ∈ Cwp (Q,X), p ≥ 1 покладемо
τ
(α,β)
− (f, g)p,w = lim
t→−0
||f + tg||p,w;α,β − ||f ||p,w;α,β
t
й для x ∈ Q
τ
(α,β)
− (f(x), g(x))X = lim
t→−0
||(f + tg)(x)||X;α,β − ||f(x)||X;α,β
t
.
Коли α = β = 1, такий функцiонал розглядався в [2].
Уведемо також функцiю для x ∈ Q
r(α,β)(f, g, t, x) =
||(f + t · g)(x)||X;α,β − ||f(x)||X;α,β
t
.
У статтi отримано розповсюдження вiдомого критерiю елемента найкращого
наближення у метрицi просторiв Lp (p > 1) та L1 на випадок несиметричного
наближення з вагою. Доведенi теореми узагальнюють деякi результати робiт [3],
[1], [2], [4], [6] та iн.
Теорема 1. Нехай H – пiдпростiр простору Cwp (Q,X) (p > 1), g∗ є елементом
найкращого (α, β)-наближення функцiї f ∈ Cwp (Q,X) (f 6= g∗) множиною H у
метрицi простору Lp (p > 1) з вагою тодi i тiльки тодi, коли ∀g ∈ Hˆ
Nf−g∗
w(x)||(f − g∗)(x)||p−1X;α,βτ (α,β)− ((f − g∗)(x), g(x))Xdµ(x) ≤ 0. (2)
Доведення. Доведемо необхiднiсть. Нехай g∗ – елемент найкращого (α, β)-
наближення функцiї f ∈ Cwp (Q,X) множиною H у метрицi простору Lp (p > 1) з
вагою. Тодi за означенням елемента найкращого наближення ∀g ∈ H
τ
(α,β)
− (f − g∗, g)p,w = lim
t→−0
||f − g∗ + tg||p,w;α,β − ||f − g∗||p,w;α,β
t
≤ 0.
Враховуючи, що для p > 1
τ
(α,β)
− (f, g)p,w = ||f ||1−pp,w;α,β
ˆ
Q
w(x)||f(x)||p−1X;α,βτ (α,β)− (f(x), g(x))Xdµ(x),
маємо
τ
(α,β)
− (f − g∗, g)p,w =
 ˆ
Nf−g∗
w(x)||(f − g∗)(x)||pX;α,βdµ(x)

1−p
p
·
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·
ˆ
Nf−g∗
w(x)||(f − g∗)(x)||p−1X;α,βτ (α,β)− ((f − g∗)(x), g(x))Xdµ(x) ≤ 0,
а оскiльки перший множник додатнiй, то отримуємо нерiвнiсть (2).
Доведемо достатнiсть. Нехай тепер має мiсце нерiвнiсть (2). Враховуючи
попереднi мiркування
τ
(α,β)
− (f − g∗, g)p,w =
 ˆ
Nf−g∗
w(x)||(f − g∗)(x)||pX;α,βdµ(x)

1−p
p
·
·
ˆ
Nf−g∗
w(x)||(f − g∗)(x)||p−1X;α,βτ (α,β)− ((f − g∗)(x), g(x))Xdµ(x),
отже τ (α,β)− (f − g∗, g)p,w ≤ 0, ∀g ∈ H.
Вiзьмемо −∞ < t < s < 0, тодi |t| > |s| i
|t| · ||f − g∗ − |s| · g||p,w;α,β = |||s|(f − g∗ − |t| · g) + (|t| − |s|)(f − g∗)||p,w;α,β ≤
≤ |s|||f − g∗ − |t| · g||p,w;α,β + (|t| − |s|)||f − g∗||p,w;α,β.
Отже, враховуючи, що t = −|t|, s = −|s|, отримуємо
|t|(||f − g∗+ s · g||p,w;α,β−||f − g∗||p,w;α,β) ≤ |s|(||f − g∗+ t · g||p,w;α,β−||f − g∗||p,w;α,β).
Звiдки
||f − g∗ + t · g||p,w;α,β − ||f − g∗||p,w;α,β
t
≤ ||f − g
∗ + s · g||p,w;α,β − ||f − g∗||p,w;α,β
s
.
Отже, функцiя r(α,β)p,w (f − g∗, g, t) = ||f−g∗+t·g||p,w;α,β−||f−g∗||p,w;α,βt є неспадною на
(−∞, 0).
Тому, приймаючи t = −1, отримуємо, що ∀g ∈ H
||f − g∗||p,w;α,β − ||f − g||p,w;α,β ≤ lim
t→−0
r(α,β)p,w (f − g∗, g, t) = τ (α,β)− (f − g∗, g)p,w ≤ 0.
Тобто g∗ ∈ P (α,β)H;p,w(f).
Теорему доведено.
Теорема 2. Нехай H – пiдпростiр простору Cw1 (Q,X). Елемент g∗ є
елементом найкращого (α, β)-наближення функцiї f ∈ Cw1 (Q,X) в H тодi й
тiльки тодi, коли ∀g ∈ H
ˆ
Nf−g∗
w(x)τ
(α,β)
− (f − g∗, g)Xdµ(x) ≤
ˆ
Zf−g∗
w(x)||g(x)||X;β,αdµ(x). (3)
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Доведення. Нехай g∗ ∈ P (α,β)H;1,w(f). Оскiльки H – пiдпростiр, то ∀g ∈ H
||f − g∗||1,w;α,β ≤ ||f − g∗ + tg||1,w;α,β ∀t ∈ R.
Тому
τ
(α,β)
− (f − g∗, g)1,w = lim
t→−0
||f − g∗ + t · g||1,w;α,β − ||f − g∗||1,w;α,β
t
≤ 0.
Враховуючи, що функцiя r(α,β)1,w (f, g, t, x) не спадає за t й обмежена згори на
(−∞, 0), та умови на вагу, за теоремою Б.Левi отримуємо
τ
(α,β)
− (f, g)1,w =
ˆ
Q
w(x)τ
(α,β)
− (f(x), g(x))Xdµ(x).
А оскiльки ∀g ∈ H
ˆ
Q
w(x)τ
(α,β)
− (f − g∗, g)Xdµ(x) =
=
ˆ
Nf−g∗
w(x)τ
(α,β)
− (f − g∗, g)Xdµ(x)−
ˆ
Zf−g∗
w(x)||g(x)||X;,β,αdµ(x), (4)
то отримуємо (3).
Необхiднiсть доведена.
Нехай тепер має мiсце нерiвнiсть (3). Враховуючи (4), маємо, що ∀g ∈ H
ˆ
Q
w(x)τ
(α,β)
− (f − g∗, g)Xdµ(x) ≤ 0.
Знову, враховуючи неспадання функцiї r(α,β)1,w (f − g∗, g, t) на (−∞, 0) й
приймаючи t = −1, отримуємо ∀g ∈ H
||f − g∗||1,w;α,β − ||f − g||1,w;α,β ≤ lim
t→−0
r
(α,β)
1,w (f − g∗, g, t) =
=
ˆ
Q
w(x)τ
(α,β)
− (f − g∗, g)Xdµ(x) ≤ 0,
а отже, g∗ ∈ P (α,β)H;1,w(f).
Теорема доведена.
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